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Дәрiс 10. Шегерiмдер. Бiрмәндi аналитикалық функцияның ше-
герiмi

Егер z0 нүктесi f(z) функциясының n-шi реттi нөлi болса, онда z0 нүктесi

φ(z) =
1

f(z)

функциясы үшiн n-шi реттi полюс болады және керiсiнше.
Тұжырым. f(z) функциясының z0 нүктесi полюс болу үшiн бұл нүкте

φ(z) =
1

f(z)
функциясы үшiн нолi болуы керек (φ(z0) = 0).

Анықтама. f аналитикалық функциясының z = a ∈ C оқшауланған
нүктесiнiң маңайында Лоран қатарына жiктелудегi терiс бiрiншi дәре-
женiң коэффициентi c−1 осы f функциясының оқшауланған нүктедегi ше-
герiмi деп аталады.

Шегерiмдi мына түрде
c−1 = resa f(z)

немесе
c−1 = res f(a)

белгiлейдi. (Шегерiмнiң белгiленуi француз сөзi résidu деген сөзден алынған).
Лоран қатарының коэффициенттерi үшiн

res
a
f(z) =

1

2πi

∫
γ

f(z)dz

теңдiгi орындалады, мұндағы γ-жалғыз ғана z = a оқшауланған нүктесiн
қамтитын кез келген тұйық контур.

Егер z = a – жөнделетiн ерекше нүкте болса, онда res
a
f(z) = 0. Егер z = a

– бiрiншi реттi полюс болса, онда res
a
f(z) ̸= 0. Басқа жағдайларда res

a
f(z)

нөлге тең болуы да, болмауы да мүмкiн, мысалы

res
0

sin z

z
= 0, res

2

1

z − 2
= 1, res

1
z2

0 = 0

Айталық, z = a нүктесi f функциясының p-реттi полюсi болсын. f функ-
циясының Лоран қатарына z = a нүктесiнiң ойылған маңайында жiктелуi
келесi түрде жазылады:

f(z) =
c−p

(z − a)p
+ . . .+

c−1

z − a
+

∞∑
n=0

cn(z − a)n.
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Осыдан

f(z)(z − a)p = c−p + c−p+1(z − a) + . . .+ c−1(z − a)p−1+

+
∞∑
n=0

cn(z − a)n+p

өрнегiн аламыз.

dp−1

dzp−1
(f(z)(z − a)p) = c−1(p− 1)! +

∞∑
n=0

cn(n+ p) · . . . · (n+ 2)(z − a)n+1,

lim
z→a

dp−1

dzp−1
(f(z)(z − a)p) = c−1(p− 1)!

Сонымен f функциясының p-реттi полюстегi шегерiмiн есептейтiн мынадай
формула алдық:

res
a
f(z) =

1

(p− 1)!
lim
z→a

dp−1

dzp−1
(f(z)(z − a)p) (3)

Егер p = 1 болса,

res
a
f(z) = lim

z→a
f(z)(z − a) (4)

Практикада (4)-шi формуланы аздап өзгертiп қолданған ыңғайлы. Айта-
лық, f функциясы z = a жай полюстiң маңайында

f(z) =
φ(z)

ϕ(z)
(5)

түрiнде жазылсын, мұндағы φ және ϕ функциялары z = a нүктесiнде ана-
литикалық функциялар болады және φ(a) ̸= 0, ϕ(a) = 0, ϕ′(a) ̸= 0. (4) -
формула бойынша

resa f(z) = lim
z→a

φ(z)(z − a)

ϕ(z)
= lim

z→a

φ(z)
ϕ(z)−ϕ(a)

z−a

=
φ(a)

ϕ′(a)
,

яғни

res
a
f(z) =

φ(a)

ϕ′(a)
(6)

Егер f функциясы (5) формуламен анықталса, ал φ және ϕ функцияла-
рының z = a нүктесiнде бiрден жоғары реттi нөлдерi болса, онда шегерiмдi
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есептеу үшiн φ және ϕ функцияларын Тейлор қатарының бiрнеше мүшесiмен
алмастырған ыңғайлы болады.

Егер z = a елеулi ерекше нүкте болса, онда шегерiмдi табу үшiн функци-
яның Лоран қатарына жiктелуiн қарастырамыз. Сол жiктелудегi c−1 коэф-
фициентi f(z) функциясының z = a нүктесiндегi шегерiмi болады.

Коши теоремасы. Егер f(z) функциясы D аймағының Γ шекарасында
аналитикалық және D аймағының iшiнде z1, z2, . . . , zn ерекше нүктелерiнен
басқа нүктелерде аналитикалық болса, онда∫

Γ

f(z)dz = 2πi
n∑

k=1

res f (zk) .

Анықтама. a = ∞ нүктесi f(z) аналитикалық функциясының оқша-
уланған ерекше нүктесi болсын. Онда a = ∞ нүктесiндегi f(z) функциясы-
ның шегерiмi деп f(z) функциясының шексiздiктiң маңайында жiктелуiн-
дегi терiс бiрiншi дәреженi (−1)-ге көбейткен коэффициент алынады.

res
∞
f(z) = −c−1 =

1

2πi

∫
Γ+

f(z)dz,

мұндағы Γ+ контурды сағат тiлi бағыты бойынша айналуды бiлдiредi.

Мысал 1

f(z) = z3

1+z−ez функциясы үшiн z0 = 0 нөлдiк нүктесiнiң ретiн табу керек.

Шешуi:

f(z) =
z3

1 + z − ez
=

z3

1 + z −
(
1 + z + z2

2! +
z3

3! + . . .
) =

= z3

− z2

2! −
z3

3! −...
= 1

− 1
2!−

z
3!−...

. Ендеше, анықтама бойынша,
z0 = 0 - бiрiншi реттi нөл немесе жай нөл.

Мысал 2

f(z) = 6 sin z3 + z3
(
z6 − 6

)
функциясы үшiн z0 = 0 нөлдiк нүктесiнiң ретiн

табу керек.
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Шешуi:

f(z) = 6

(
z3 − z9

3!
+

z15

5!
− z21

7!
+ . . .

)
+ z9 − 6z3 =

= 6z3 − z9 +
6z15

5!
− 6z21

7!
+ . . .+ z9 − 6z3 =

= z15
(
6

5!
− 6z5

7!
+ . . .

)
Сонымен z0 = 0 нүктесi 15 - реттi нөл.

Мысал 3

f(z) = 1
z−sin z функциясының z0 = 0 ерекше нүктесiнiң түрiн анықтау керек.

Шешуi:

f(z) =
1

z − sin z
=

1

z −
(
z − z3

3! +
z5

5! −
z7

7! + . . .
) =

=
1

z3
(
1
3! −

z2

5! +
z4

7! − . . .
)

Сонымен z0 = 0 нүктесi 3-шi реттi полюс.

Мысал 4

f(z) = sin z
e−z+z−1 функциясының z0 = 0 ерекше нүктесiнiң түрiн анықтау керек.

Шешуi:

sin z

e−z + z − 1
=

z − z3

3! +
z5

5! −
z7

7! + . . .

1− z + z2

2! −
z3

3! + . . .+ z − 1
=

=
z
(
1− z2

3! +
z4

5! − . . .
)

z2
(
1
2! −

z
3! + . . .

) =

(
1− z2

3! +
z4

5! − . . .
)

z
(
1
2! −

z
3! + . . .

)
z0 = 0 нүктесi жай полюс.
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Мысал 5

f(z) = cos 1
z+π функциясының z0 = −π ерекше нүктесiнiң түрiн анықтау

керек.

Шешуi:

f(z) = cos 1
z+π = 1− 1

2!(z+π)2 +
1

4!(z+π)4 −
1

6!(z+π)6 + . . .
z0 = −π нүктесi елеулi ерекше нүкте, себебi Лоран қатарының басты бөлiгiнiң
шексiз көп мүшелерi бар.

Мысал 6

f(z) = 1+cos z
z−π функциясының z0 = π ерекше нүктесiнiң түрiн анықтау керек.

Шешуi:

1 + cos z

z − π
=

1− cos(z − π)

z − π
=

1− 1 + (z−π)2

2! − (z−π)4

4! + . . .

z − π
=

=
z − π

2!
− (z − π)3

4!
+

(z − π)5

6!
− . . .

z0 = π жөнделетiн ерекше нүкте, себебi функцияның Лоран қатарына жiк-
телуiнде басты бөлiгi жоқ.

Мысал 7

f(z) = z3ez̄ функциясының ерекше нүктедегi шегерiмiн есептеу керек.

Шешуi:

Функцияның ерекше нүктесi z = 0.

f(z) = z3e
1
z = z3

(
1 +

1

z
+

1

2!z2
+

1

3!z3
+

1

4!z4
+ . . .

)
=

= z4 + z2 +
z

2!
+

1

3!
+

1

4!z
+

1

5!z2
+

1

6!z3
+

1

7!z4
+ . . .

res0 f(z) =
1

4!
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Мысал 8

f(z) = ez

z3(z−1) функциясының ерекше нүктедегi шегерiмiн есептеу керек.

Шешуi:

Берiлген функцияның ерекше нүктесi екеу: z1 = 0 нүктесi 3 реттi полюс
болса, z2 = 1 - жай полюс. res f(z) = limz→1(z − 1) ez

z3(z−1) = e.
Ендi z1 = 0 нүктесiндегi шегерiмдi есептейiк. (2) формула бойынша

res f(z) =
1

2!
lim
z→0

(
ez

z − 1

)′′
=

∣∣∣∣∣
(

ez

z−1

)′
= ez(z−1)−ez

(z−1)2 ;(
ez

z−1

)′′
= ez(z−1)2−2ez(z−2)

(z−1)3

∣∣∣∣∣ =
=

1

2
lim
z→0

ez(z − 1)2 − 2ez(z − 2)

(z − 1)3
=

1

2
· 1 + 4

−1
= −5

2
.

Сонымен

res
1
f(z) = e

res0 f(z) = −5

2

Мысал 9

f(z) = e
z

z−1 функциясының ерекше нүктедегi шегерiмiн есептеу керек.

Шешуi:

Функцияның ерекше нүктесi z = 1.

f(z) = e
z

z−1 = e1+
1

z−1 = e · e
1

z−1 =

= e

(
1 +

1

z − 1
+

1

2!(z − 1)2
+

1

3!(z − 1)3
+ . . .

)
z = 1 нүктесi елеулi ерекше нүкте,

res
1
f(z) = c−1 = e
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Мысал 10

f(z) = cos z
z3−π

2 z
2 функциясының ерекше нүктедегi шегерiмiн есептеу керек.

Шешуi:

Функцияның екi ерекше нүктесi бар: z1 = 0, z2 = π
2 . z2 = π

2 жөнделетiн
ерекше нүкте болатындығын көрсету қиын емес. Ендеше жөнделетiн ерекше
нүктедегi шегерiм нөлге тең болғандықтан, res f(z) = 0.
π
2

res0 f(z) =
1
1! limz→0

(
cos z

z2(z−π
2 )

· z2
)′

= limz→0
− sin z(z−π

2 )−cos z

(z−π
2 )

2 =

= limz→0
−1
π2

4

= − 4
π2 .

Сонымен

res
0
f(z) = − 4

π2
, res

π
2

f(z) = 0


